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PREFACE

Pourquoi?

Encore un livre de résistance de matériaux! Oui car,
d'une part comme discipline de base de plusieurs
branches de technologie, la résistance des matériaux
(RDM) évolue constamment en fonction des
développements dans le domaine théorique de la
mécanique des solides, le domaine expérimental des
matériaux (technologie des matériaux) ainsi que
I'aspect numérique impos¢€ par le progres rapide de
I'informatique, et d'autre part, elle doit répondre aussi a
un besoin exigé par une ingénierie de plus en plus
performante.

Quoi?

Cet ouvrage comporte les notions fondamentales de
la RDM. Chaque chapitre contient un résumé consistant
du cours empli d'illustrations et d’applications suivi
d'une série d'exercices de degré de difficulté variée.
Certains exercices ont ét¢ intégralement reproduits des
nombreux ouvrages de la RDM et d'autres ont été
l'oeuvre propre de Il'auteur. Des sujets d'examens
terminent cet ouvrage avec des propositions de
solutions détaillées.

Comment?

L'enseignement de cette matieére, comme le témoigne
la plupart des programmes et supports de cours, traitent
surtout les techniques de calcul de résistance de rigidité
ou de stabilit¢ des ¢léments des structures au détriment
d'autres aspects aussi important comme 1'optimisation
et la conception. La résistance des matériaux est réduite
donc a l'enseignement des méthodes de calcul de
structures, au moment ou la majorit¢ des étudiants,
techniciens et ingenieurs utilisent des logiciels et
programmes de calcul pour I’analyse des structures.
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Cet ouvrage se distingue par une présentation
pragmatique du sujet, qui accentue l'aspect pratique de
chaque notion en mettant en evidence ses usages dans
la conception des éléments et des structures.

Pour qui?

Un support aux étudiants débutants le cours de la
RDM.

Un moyen offert aux enseignants et formateurs pour
une meilleurs efficacité de I'enseignement de cette
matiere.

Merci ...

Nombreux sont ceux qui ont apporté leur aide a la
réalisation de cet ouvrage en particulier R. Bahar et
C. Cherfa. Qu'ils veuillent bien trouver ici un signe de
reconnaissance.

L'auteur
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Chapitre 1
INTRODUCTION ET GENERALITES

1.1 DEFINITIONS ET HYPOTHESES

La résistance des matériaux ou la mécanique des matériaux est une branche
de la mécanique appliquée servant a étudier le comportement des corps solides
sous l'action des différents types de charges. La résistance des matériaux traite
non seulement les méthodes d'ingénieurs employées pour le calcul de la capacité
des structures et de ses éléments a supporter les charges qui leurs sont appliquées
sans se détruire, ou se déformer appréciablement, mais aussi a présenter les
criteres de base pour la conception des structures (forme, dimensions,...) et
l'utilisation des matériaux dans les meilleurs conditions de sécurité et
d'économie.

La résistance des matériaux est basée sur les résultats théoriques de la
mécanique et les propriétés des matériaux qui ne peuvent étre disponibles qu'a
travers les résultats des travaux expérimentaux comme le témoigne I'histoire du
développement de la résistance des matériaux qui constitue une combinaison
fascinante de la théorie et I'expérience [1].

Les limites de la résistance des matériaux sont celles imposées par ses
hypothéses mémes. Les disciplines connexes telles que la théorie d'élasticité, de
la plasticité ou la méthode des éléments finis se libérent de certaines de ces
contraintes.

Les principales hypothéses de la résistance des matériaux sont les suivantes:

L'homogénéité, 1'isotropie et la continuité du matériau: On suppose que
le matériau posséde les mémes propriétés €lastiques en tous les points du corps,
dans toutes les directions en un point quelconque du corps, et que le matériau est
assimilé & un milieu continu.

L'élasticité et la linéarité du matériau: On suppose admet qu'en chaque
point contraintes et déformations sont proportionnelles et qu'aprés déformation,
I'élément revient & son état initiale.

Source: www.almohandiss.com



Source: www.almohandiss.com
2 RESISTANCE DES MATERIAUX DE BASE

La petitesse des déformations: les déformations dues aux charges sont
négligeables par rapport aux dimensions des éléments et la configuration
géométrique reste inchangée.

Hypothése des sections planes (hypothése de Navier-Bernoulli): Les
sections droites restent planes et normales & la fibre moyenne au cours de la
déformation.

Hypothese de Saint Venant: Tous les efforts qui interviennent dans la
théorie peuvent &tre schématisés par leur torseur résultant.

Ces hypothéses simplificatrices conduisent a des solutions approchées qui
permettent en général une bonne approximation du comportement des structures
soumises a différents types de charges.

Les notions de la résistance des matériaux étudiées dans cet ouvrage et les
relations entre elles sont schématisées dans la Fig. 1.1. L'action extérieure est
caractérisée par les différents types de forces connues agissant sur une structure
ou un élément de structure défini par ses caractéristiques géométriques et
mécaniques. Pour une structure isostatique, les efforts internes sont déterminés
directement en utilisant les équations de la statique. Par contre pour une structure
hyperstatique, il est nécessaire de faire intervenir les déformations de la structure
pour déterminer les réactions. L'effort interne qui agit au niveau d'une section
d'un élément de structure peut-étre décomposé en effort normal de traction ou de
compression, moment fléchissant, moment de torsion, effort tranchant ou une
combinaison de ces sollicitations. A partir de ces efforts internes, nous pouvons
obtenir des informations sur la répartition des contraintes et des déformations
dans la section droite. Les valeurs extrémes de ces contraintes et déformations
sont les mesures de base des critéres de résistance, de rigidité ou de stabilité pour
vérifier ou dimensionner les éléments des structures.

1.2 UNITES

Les unités de mesure utilisées sont principalement celles du systéme d'unités
international (SI); pour des raisons de commodité le systéme d'unités technique
(MKYS) est parfois utilisé

Unité SI MKS

Longueur (le métre) m m

Masse (le kilogramme) kg kgf=10N

Temps (la seconde) ] s

Force (le Newton) N, kN t=103 kegf= 104N
Contrainte N/mm? 1 bar = kgf/cm? = 0.1 N/mm?
Travail (Joule) J=N.m kgt.m =101J
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Introduction et Généralités 3

Forces extérieures

l

/ structure ou élément caractéristiques géom.

déformation fléchie Y

compatibilité géom. \» efforts internes (M, N, T)

// \\.

\tractlon/ comp\ flexion \ c1salllement\ torsion \

//

‘ sollicitation composée ‘
\

contrainte et déformation

critéres
résistance
rigidité
stabilité

dimensionnement vérification

Fig. 1.1

1.3 CONVENTION DE SIGNE DES AXES

Généralement on utilise le systéme Cartésien ou rectangulaire pour toutes les
structures. Cependant, pour les structures en arc, le systéme polaire s'avére plus
pratique. Le premier ayant les axes OX, OY et OZ mutuellement
perpendiculaire. Les sens positifs des ces axes obéissent a la régle de la main
droite. Comme indiqué ci-dessous (Fig. 1.2), on choisit les sens positifs de deux
axes X et Y par exemple, le sens positif de 1'axe Z est suivant la direction d'un
vis tournant de I'axe X vers l'axe Y.

Z Y
(0)
90 X
(0}
0 Y
Y
90 7
X 7 X
Fig. 1.2
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4 RESISTANCE DES MATERIAUX DE BASE

1.4 REACTION D'APPUI (Efforts de liaison)

Une structure est reliée au monde extérieur par un certain nombre de liaisons.
Une liaison impose des conditions cinématiques en un point. Pour maintenir ces
liaisons, il faut exercer des efforts de liaison qui sont des inconnues du probléme.
Les liaisons dans le plan sont de 3 sortes:

Ce type d'appui matérialisé par la Fig. 1.3,
laisse a la structure toute liberté de pivoter R
autour de O (extrémité de la poutre) et de se
déplacer perpendiculairement a la droite 0
joignant les points de contact. Si on néglige X
les frottements, la réaction d'appui a la
direction de la droite précitée, et introduit une
seule inconnue dans I'étude de la poutre.

1.4.1 Appui simple y I

Fig. 1.3
1.4.2 Appui double (articulation)

Matérialisé par une rotule (Fig. 1.4) cet
appui autorise les rotations d'une extrémité de y
la poutre ou d'un des éléments constituant la I
structure. La direction de la réaction R est IS,
inconnue, mais la ligne d'action passe par le R
centre de l'articulation. X

O A
L'articulation introduit 2 inconnues, par X
exemple les projections sur deux directions du
plan moyen. i
Fig. 1.4

1.4.3 Encastrement

L'encastrement schématisé sur la Fig.
1.5 interdit tout déplacement de la section
droite de l'appui. Sa réaction est une force de
densité variable répartie sur toute I'étendue de
la section. En vertu du principe de Saint
Venant, ces forces peuvent étre remplacées
par leur résultante générale R, et leur moment
M rapportés au centre de gravité G. Ce type
d'appui introduit donc 3 inconnues, les deux
projections de R sur deux axes du plan moyen
et l'intensitt du moment M qui est Fig. 1.5
perpendiculaire au plan moyen.
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Introduction et Généralités 5

1.5 FORCES

La force est une grandeur dirigée (Fig. 1.6). /
. . support
Elle est donc représentée par un vecteur et sens

définie par: module
F

- Son point d'application

A

- Sa direction ou support / point d'application

- Son sens
Fig. 1.6
- Son intensité

N
Dans un repére Cartésien une force F est Z
définie par une intensité F et des angles o, et y
> Fz
que F forme avec les axes X, Y et Z. Les s .
- L7 g
projections de F suivant ces axes sont les 3 |
composantes de cette force. Comme le montre la ; ;
l :
| |

Fig. 1.7, Fy = TF cosa, Fy=Fcos[3 et

F,=F cosy. Ces composantes qui déterminent Fx
2 X

complétement l'intensité et la direction de F sont

souvent représentées sous la forme matricielle

par:

F =

SR ENES

Cette matrice colonne est appelée le vecteur force.

1.5.1 Composition des forces

- - -
Soient F 1, F», ..., F, définies par:
Fxl Fx2 E\cn
- - -
1:Fy1 F;:FyZ Fn:Fyn
£, I, £,

Ou Fy1 =F; cosay, Fyl =Fj cosPy, F,1 =Fqcosy;, Fyxp=Fpcosay .. etc.
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6 RESISTANCE DES MATERIAUX DE BASE

N
Le vecteur F résultant est la somme de ces n vecteurs forces:
Fxl FxZ
- - - -
F=F +Fy+. ..+ F,= |F,| +|F,| .
r, I,
Fy+F,+..+F, ] |DF.
Fo+F,+. +F, | =| D2 F
F,+F,+.+F, D F.
1.5.2 Moment des forces
Le moment de Fy par rapport a un Z

axe, X par exemple, est la somme des
moments de ses composantes par Fzl
rapport a cet axe.

Si le point d'application de F; est

défini par (x1, yq, z1) (Fig. 1.8) on a: 1,1, z1)

Fyl

S

N

G T T

S

Le moment de F par rapport a I'axe X FxI

My =Fz1y1 - Fy121 X
< Fig. 1.8
Le moment de F1 par rapport a I'axe Y
My =Fx171 - Fz1x1
Le moment de F1 par rapport a I'axe Z
Mg =Fy1x1 - Fx1y1

Sous sa forme vectorielle le moment My s'écrit:

M, Fy - Fylzl
M, = Myl Faz, —F,x
M., Fyl‘xl -Fun

La somme de n moments M, My, ... M, est :

Mxl ZMxi
M=M+M,+. . +M, =M, |+.=|> M,

le ZMZi

Source: www.almohandiss.com
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1.6 APPLICATIONS
Y
Exemple 1 ‘
Soit un repére orthonormé XOY dans
le plan. Déterminer la force résultante et le
moment résultant par rapport a O des F2=100N
forces Fy et Fy.
45 X
. 2
Solution: 1 %\
- 30
On détermine les composantes de la Fl=50N
force résultante:
Fig. 1.9
FX = zin =100co0s(45) + 50co0s(30)
F =114.N
X
F =%F . =100sin(45)—-50sin(30)
Yy y
F =45.7N
y
Le moment résultant par rapport a O:
M/o = ZinYi + Fini
M,, =2x50s1n(30) —1x50co0s(30) = 6.7N.m
Exemple 2
Quel est le module minimal de F et Yi
l'angle correspondant pour que le
moment résultant par rapport a O soit
nul? Fl=5
Solution: 0 ! *'13'0 X
Le moment résultant par rapport a O : / -2 2
— F2
M/o - ZFXiYi + Fini
Fig. 1.10

Source: www.almohandiss.com
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En supposant que le sens positif du moment est le sens trigonométrique, pour
0 > 1 le moment résultant s'écrit:

M, =2xF sin0-1x5c0s30+2x5sin30=0

~ 5(c0s30-25sin30)

=F -
2sin0

Pour que le module de F» soit minimal, il faut que sin0 soit maximal:

sind=1=0=mn/2+kn
et comme 0 est suppos¢€ > 7

= 0=3n/2
dou F>=033N

Source: www.almohandiss.com
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EXERCICES / chapitre 1

1.1 Déterminer les composantes Fy
et Fy de chacune des trois forces Fq,
Fy, et F3.

Trouver la valeur de la résultante

de ces forces et l'angle entre cette
résultante et l'axe yy'.

F1 =100 N, o = 36.86°
F» =200 N, a=-110°

F3 =300 N, o = 125°

v'80 N, 60N, -68.4 N, -187.9
-172.1 N, 245.7 N, 199.1 N, -36.3°

1.2 Déterminer le  module
minimal et l'angle correspondant
d'une force appliquée au point (0,1)
pour que le torseur des moments par
rapport au point O soit nul.

v 1323 N, 0= r(paralléle a
l'axe ox)

Y
F1=100 N
~ 30
(10,6)
20 (5.0) .
Y X
45
F2=50N
F3=20N
Fig. E1.2

1.3 Soit une structure a 3
dimensions soumise au chargement
représenté par le torseur force défini
dans un repére cartésien, dont
l'origine coincide avec le centre de
gravité de la structure, par:

F1=10t, a=120° B=45° 0 =30°,
Aq (1,0,0)

Fy=20t, a=-110° B=45°, 6=30°,
A5 (0,1,0)

F3 =8t, a=60° B =30°0=90°
A3(0,0,1)

o, B, 0 étant les angles que F;

forme respectivement avec les axes
xx', yy', et zz, et A; les points

d'application des forces.

Déterminer les composantes du
vecteur force résultant et moment
résultant.

v R=(-7.84,28.1,25.96)
M=(10.4,-4.66,13.91)

14 Déterminer les composantes
de la réaction résultante des forces
agissant sur le systéme de poutres
rigides de la Fig. E1.4, et le moment
résultant de toutes les forces par
rapport au point O.

v R=(7.07,32.07) kN,
My, = 17.07 kN.m

Source: www.almohandiss.com




Source: www.almohandiss.com
10 RESISTANCE DES MATERIAUX DE BASE

S KN 20 kKN
1.6 Calculer le moment

additionnel a la base d’un poteau de

10 kN 4.5 m de hauteur, que provoque une
Im yoe e °
déviation o de 2° .

Im
P v 113.07 kNm
f !‘ }\‘ T
2m 1m 1m
- A T
Fig. E1.4 :
1.5 Calculer la résultante des

forces et du moment du systéme de

la figure El1.5 et déterminer les

points d’intersection de la ligne 4.5m
d’action de la résultante avec AB et

CB.

v R=916kN,; 047 m de B
sur AB et 1.35 m de B sur CB

10KN
'~ 300
C

I
I
I
i
| 1.0 m
I
I
I
I

Fig.E1.6

2 KN

B

Source: www.almohandiss.com
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Chapitre 2

CARACTERISTIQUES GEOMETRIQUES
DES FORMES

2.1 GENERALITES

La variété des formes des sections transversales des éléments utilisés dans les
constructions n'est pas un fait du hasard. Dans la plupart des cas ces formes ont
été développées pour répondre a des critéres de résistance, de rigidité ou de
stabilité. Ce chapitre étudie les principales caractéristiques des sections planes,
leurs méthodes de calcul et leurs propriétés vis a vis les différents cas de
sollicitations.

2.2 CARACTERISTIQUES CARTESIENNES

2.2.1 Centre de gravité

On appelle centre de gravité d'une section ~ Z4
le point a travers lequel si on applique une
force, elle résulte en une pression uniforme ds
sur toute la section. Les coordonnées du z

centre de gravit¢ G(Y5,ZG) d'une section
homogene (S) (Fig. 2.1) sont données par les % G S
relations:
L
1 % v >
Y, =— j j vds Y
Niadl .
Fig. 2.1
1
Z, :EJ.J;ZdS (2-1)

y et z étant les coordonnées de l'aire élémentaire ds.

Source: www.almohandiss.com
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12 RESISTANCE DES MATERIAUX DE BASE

Ces intégrales peuvent étre évaluées analytiquement si le contour de la
section est exprimé par des expressions mathématiques simples. Si par contre le
contour est une courbe irréguliére, on procéde dans ce cas par les méthodes
numériques. La méthode la plus simple consiste a discrétiser la section en
¢léments de surface s; et faire la sommation comme suit:

YG _ ZYiSi z |

DS

|
Zn |77 - _H
@2 7 al
S, ] S1
278 23 g o
ZG = S3 : | S
28 1
Z4 |mmm o \~B=2
[
1 I ! —
Les expressions (2-2) tendent vers les v2 Y| Ya
solutions exactes quand les s; couvrent v3

complétement l'aire de la section.

2.2.2 Moments statiques

On considére l'aire d'une section (S) dans le plan défini par le systeme d'axe
YOZ (Fig. 2.1). On appelle les moments statiques de 1'aire (S) par rapport aux
axes OY et OZ les quantités:

S, = “.szds
S, = ”Syds

Par analogie avec le moment d'une force par rapport & un axe quelconque, le
moment statique de l'aire d'une section par rapport a un axe situé¢ dans son plan
est égal au produit de la surface de la section par la distance de son centre de
gravité a 1'axe considéré.

(2-3)

En utilisant les équations (2-1), (2-3) deviennent:
Sy =S.Zg

(2-4)
S,=5.Yg

Pour les surfaces complexes discrétisées en n aires simples, les moments
statiques par rapport aux axes Oy et Oz seront respectivement égaux a:

Source: www.almohandiss.com
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=

(2-5)

=1

Remarque: Le moment statique d'une surface par rapport 4 un axe passant par
son centre de gravité est nul.

2.2.3 Moments quadratiques (moments d'inertie des sections)
On appelle moment quadratique l'intégrale des produits des aires
¢lémentaires par le carré de leurs distances a partir de I'axe considéré, ainsi, les

moments d'inertie d'une surface (S) quelconque par rapport a OY et OZ sont les
suivants:

Iy =Ij;zzds
I, :JJ;y2ds

Les moments d'inertie par rapport aux axes passant par le centre de gravité de
la section sont des moments centraux.

(2-6)

Le moment d'inertie de la section représente la capacité de la section a
s'opposer a la déformation latérale, comme le montre I'exemple d'une feuille
reposant  sur  deux
appuis dont la
déformation sous son y
poids propre est E‘E»
nettement plus 77z 7 z
importante que quand
elle est pliée en forme y
de U, car le moment <
d'inertie I, de la forme Y D

en U est plus grand que Fig. 2.3
celui de la section
rectangulaire.

Source: www.almohandiss.com
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En utilisant les équations générales (2-6), on peut déterminer les moments
d'inertie d'une section quelconque quand on z
puisse exprimer les termes y, z et ds par des ds
expressions analytiques. Pour une section
triangulaire par exemple on a:

b(z) = % (H - z) (2-7) z

ds = b(z)dz (2-8)

(2 B2y o, BH ]
=1, ”z ds lz (H - 2)dz (2-9)

H 12

2.2.4 Moment d'inertie polaire

On appelle moment d'inertie polaire d'une ds
surface (S) par rapport a un point donné (pole O) 2
l'intégrale des produits des aires élémentaires par
le carré de leurs distances r a partir du poéle. Il r
représente la capacité de la section & s'opposer
aux déformations angulaires sous l'effet de la
torsion.

<
ol |

Fig. 2.5
1,=[[rds = [[+ Vs =1, +1, (2-10)

De 1'équation (2-10), il en résulte que le moment d'inertie polaire par rapport
a un point est la somme des moments d'inertie par rapport a deux axes
orthogonaux passant par ce point.

Exemple : moment polaire d'un cercle:

I, = ”#dg Q-11)
42 .
d
_ 34, — -
I, = lzm ar="2 (2-12)

Source: www.almohandiss.com
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2.2.5 Produit d'inertie (moment d'inertie centrifuge)

On appelle moment produit, 'intégrale des produits des propriétés des aires
¢lémentaires par leurs distances comptées a partir des axes de coordonnées z, y :

L, = || y=ds (2-13)

Remarques:

- Les moments d'inertie quadratiques et polaire sont toujours positifs

- Selon la disposition des axes, I, peut étre positif, négatif ou nul.

- En chaque point d'une aire plane, il existe deux axes orthogonaux par
rapport auxquels le produit d'inertie est nul (IyZ = 0). Les deux axes ainsi définis
sont appelés axes principaux d'inertie.

- Les axes sont principaux quand l'un des axes au moins constitue un axe de
symétrie de la section. En effet, en raison de symétrie le produit d'inertie est nul

par rapport a cet axe qui est donc une direction principale, la seconde étant
nécessairement orthogonale.

2.3 FORMULE DE TRANSFORMATION DES MOMENTS D'INERTIE

Les moments d'inertie d'une section varient selon la disposition des axes
par rapport auxquels ces moments sont calculés. Deux types de transformations
seront étudiées : translation et rotation d'axes. La variation des moments d'inertie
par rapport & un systéme d'axes quelconques, est déterminé a l'aide d'une
combinaison de deux transformations partant d'un systéme d'axe central.

2.3.1 Translation d'axes 71 A

Les formules définies ci-dessous #
permettent la détermination des moments

d'inertie par rapport a des axes Y|, Zj

paralleles a des axes centraux Y, Z dont les
moments sont supposés connus.

I, ='”y2ds 3 1, =”.zzds ;

I, = J Lyzds (2-14)

o1

Les moments par rapporta Y, Zq :

L = J j vids 5 I, = j j s 1, = ” Vy2,ds (2-15)
A A S
La translation des axes est exprimée par :

Yy =y+a zy=z+b (2-16)

Source: www.almohandiss.com
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En substituant y; et z| par leurs valeurs dans I'équation (2-15)

On obtient :
I, = ”S(y +a)’ds (2-17)
:'[L(y2 +2ay+a2)ds (2-18)

=J‘Ly2ds+2aj.£yds+a2‘[.[vds (2-19)

Comme les moments statiques de l'aire par rapport aux axes centraux sont
nuls, le terme

2a = J.J;yds =0 (2-20)
et

”.yzds =1, (2-21)

aZJ.J.ds =a’S (2-22)

Par conséquent:

I,=1+a’s (2-23)

On aurait de méme:

/

n=1,+b’S (2-24)

I,. =1, +ab$ (2-25)

D'ou le théoréme d'Huygens:

1- "Le moment d'inertie d'une surface par rapport a un axe quelconque est
égal au moment d'inertie de cette surface par rapport a I'axe paralléle passant par
le centre de gravité, augmenté du produit de l'aire par le carré de la distance
mutuelle des deux axes".

2- "Le moment d'inertie centrifuge par rapport & un systéme d'axes
orthogonal est égal au moment d'inertie centrifuge par rapport au systéme d'axes
centraux paralleles aux axes donnés plus le produit de l'aire de la section par les
coordonnées de son centre de gravité dans le nouveau systéme d'axes.

Source: www.almohandiss.com
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2.3.2 Rotation d'axes

Les moments et produits d'inertie
sont supposés connus dans le systéme
d'axes OYZ. Les moments et produits
d'inertie par rapport au systeme d'axes
OY{Z obtenu par une rotation o des axes

initiaux sont donnés par:

Fig. 2.8

I,+1, I,-1, .
b = + cos2a —1,_ sin2a
1 2 yz

(2-26)

I, +1, I,-1, .
L, == — cos2a +1_sin2a (2-27)
1 2 2 V:

1,-1,
I,. = 5 sin2a +1,, cos2a (2-28)

En ajoutant les équations (2-26) et (2-27) terme a terme, on obtient :

I +1 =1 +1, (2-29)

=1,=1,

2.4 MOMENTS D'INERTIE PRINCIPAUX

Les équations de transformations expriment les variations des moments
d'inertie en fonction de I'angle de rotation a.. Les valeurs maximales et minimales
sont particuliérement recherchées. Ils correspondent a un moment d'inertie
centrifuge Iy, =0 .

On obtient ainsi 'orientation des axes principaux:

21,
1920y = — (2-30)

1,-1.

Les valeurs des moments d'inertie principaux peuvent étre obtenues a partir
des formules générales si I'on y posedt = Q..

2
I +1 I -1
=" +\/[ - j b2 (2-31)

Source: www.almohandiss.com
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2
I,+1 I,-1
I, = yz _\/( yz J +1, (2-32)

2.5 REPRESENTATION GEOMETRIQUE DES MOMENTS D'INERTIE
(CERCLE DE MOHR)

Probléeme direct :

I,,1,,1,, connus I;,1,,a inconnus.

- On choisi un systeme de coordonnées orthogonal O I, ,,I,, et une échelle

adéquate

- On construit A (Iy, Iyz) et B (I, -Iyz)

- On relie AB (diameétre qui coupe l'axe O Iy,z en C).

L -1 ’ 2
- Le rayon du cercle est: AC=BC = I,
2 Yy

- On trace le cercle qui coupe les abscisses en A' et B'

- On mesure les distances OA' et OB' et on obtient 11 et I

- On mesure I'angle ACA' = 2ay)

Probléme indirect:
I,,1,,1, connus ; I,I,,& inconnus.
- On choisit le systéme de coordonnées O 1, ,,1,,

- On porte sur l'axe des abscisses, en échelle requise, OA' et OB'
- On localise le centre du cercle C: B'C=A'C = %(I1 -1,).

- On trace le cercle de rayon A'C.

- On détermine le point A d'un angle A'CA = 2ag et le point B
diamétralement opposé

Source: www.almohandiss.com
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- On obtient les valeurs de 1,,1,,1,, en projetant A et B sur les axes.

1z ]y

A(lz,lyz)

Fig. 2.9
2.6 APPLICATION

Déterminer les moments d'inertie principaux et centraux de la section en
forme de L ci-dessous.

Z|1lcm
S;=10cm Z;=5cm Y{=0.5cm
_ 4 4
Iz1=8333cm™ 1Iy1=0.83 cm 10 em
G
So=9em Zp=05cm Yp=355cm Lem
1,y =0.75cm? I 5=60.75 cm® e
z2 ~V./om y2 ~ OV cm 10 cm
Les coordonnées du centre de gravité sont: Fig. 2.10

B D8z, _10x5+9x%0.5

- Zsi 19

_ZSiYi _10x0.5+9x5.5
- s - 19

Les distances entre les centres de gravité locaux et le centre de gravité de la
section sont:

Zg =287 cm

=2.87 cm

Ya

a1=z1-Zg=2.13cm ay)=1zp-2G=-2.37cm

bj=y1-Yg=-237cm by=yp-YG=2.63cm

Source: www.almohandiss.com
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Les moments d'inertie centraux par rapport aux axes paralléles a OY et OZ:

I,=> Li+Sal = 8333+0.75+ 10 x (2.13) +9 x (-2.37) = 180 cm*

I, =Y 1, +S;b = 0.83+60.75+ 10 x (-237) + 9x(2.63)* = 180 cm*

I,, = D L, +S; 2 bj =0+ 0 + 10(2.13)(-2.37) + 9(-2.37)(2.63) = -106.6 cm*

Les moments d'inertie centraux principaux sont

2
I+1 I -1
[,=—24 || X 2| +1> =180+ 106.6 cm?
1,2 2 2 yz

1] =286.6 mm* et 1, =73.4cm*

L’orientation des axes principaux:

tg2a, =—
goxy I,-1,

21
Y _ —w :>2a0=%:>a0=£

4

Source: www.almohandiss.com
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EXERCICES / chapitre 2

2.1 Déterminer les moments d'inertie
principaux et centraux des sections
de la Fig. E2.1

a)2.813x107mm%,1.25x 10" mm*
b)2.145x10”mm*,0.82x107 mm#
¢)1.37x107mm#,0.802x107 mm*
d)2.43x10”mm?,1.687x107 mm*#

e)3.731514 | 1.726 r#

100 100
25 W]
Y|
Y 10 H
150 o] 150
25§
Z z
a) b)
200
12
180 % |
Y
150
Z t
d) c)
T
:I}r
Z
e)
Fig. E2.1

2.2 Calculer les moments d'inertie
principaux d'une section
rectangulaire 3 a x a par rapport aux
axes ayant un coin de la section
comme origine.

v 9583a%, 041144

180

2.3 Une section transversale d'une
poutre est symétrique par rapport a
un segment de droite AB. Les
longueurs des lignes moyennes de
dix bandes de méme largeurs et
normales a AB sont respectivement:

16.0, 28.0, 32.0, 32.8, 32.0, 31.4,
252, 206, 150 et 6.6 mm. La
hauteur AB est 75 mm.

Calculer le moment d'inertie de
cette aire par rapport a l'axe central
perpendiculaire & AB.

v 5.869 x10° mm?

2.4 Calculer les moments
d'inertie centraux I, Iy et Iyz d'une

section de corniére a ailes inégales
représentée sur la Fig. E2.4.

Déterminer graphiquement
l'orientation des axes principaux et
les moments d'inertie par rapport a
ces axes.

v 1.085x10"mm*;2.48x100 mm?*;
-2.98x 100 mm*; 17.72°;

1.18x107mm?*; 1.53 x 100 mm?.

180

Fig. E2.4

Source: www.almohandiss.com
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2.5 Déterminer l'aire (S), le
moment statique (S,), le centre de

gravit¢ (Yg, Zg) et le moment
d'inertie (I,) d'une section droite

. O
|

dont la ligne moyenne est constituée \ Q. &\\\\\\\\\\\\\A

par un arc de parabole d'ouverture
2a, et de fleche fet dont I'épaisseur e
mesurée verticalement est constante
(Fig. E2.5).

v S =2ae, S, = 2aefl3; ZG=0;
Yg =3 1,=2aef/5

N
SRS

2.6 Déterminer la position (angle
o) d'une poutre, dont la section
droite est une corniére en S ayant un
centre de symétrie en O (Fig. E2.6),
pour que la fleche sous un
chargement perpendiculaire a l'axe
orient¢ par o, soit minimale.
Calculer le moment d'inertie par
rapport a l'axe parall¢le passant par
le centre de gravité de la section.

v a=-21°21" 1= 49.16 cm?

2.7 Tracer le cercle de Mohr d'une
section circulaire de diamétre D et
expliquer la particularité de ce cas.
Donner deux autres formes de
sections présentant les mémes
caractéristiques.

v' Si une section admet trois
axes de symétrie ou plus, alors tous
les axes centraux sont des axes
principaux et tous les moments
d'inerties par rapport a ces axes sont
égaux.

Exemples de sections: carrée,
triangle équilatéral.

Source: www.almohandiss.com
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Chapitre 3
EFFORTS INTERNES

3.1 GENERALITES

On appelle forces extérieures ou charges les forces appliquées connues
sur une structure donnée. Suivant le cas, ces charges peuvent-étre réparties avec
une densité¢ donnée de volume (poids propre d'une structure) ou concentrées en
un certain nombre de points. Dans cette catégorie de forces extérieures figurent
aussi les réactions d'appuis.

Sous l'effet de ces charges, les forces entre les particules d'un corps (élément)
en équilibre varient. En Résistance des Matériaux, on appelle souvent cette
variation des forces efforts internes.

Afin de faciliter 1'é¢tude des efforts exercés sur chaque particule matérielle on
considére une section transversale d'un élément soumis a une sollicitation (Fig.
3.1). Tout comme n'importe quel systéme de forces, les efforts intérieurs répartis
sur toute la section peuvent étre rapportés a un point (par exemple le centre de
gravité de la
section), et de ce 4 W
fait on distingue le ; |
vecteur force ‘ \ s
F(N, T, Ty) et le . i / \

]
vecteur moment
MMy, M, M, S\
résultant des forces
intérieures dans la Tz
section. Il convient My
d'adopter les Mz Mx
dénominations

suivantes pour les My!  Mx Tz
forces et moments
agissant dans une Fig. 3.1
section.

/ |

Source: www.almohandiss.com
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3.1.1 Effort Normal

La composante N de la résultante F représente la somme des projections de
toutes les forces intérieures agissant suivant la normale de la section (ou suivant
l'axe longitudinal de 1'¢lément). L'effort normal provoque une déformation
longitudinale de I'élément. N est considéré positif s'il s'agit d'une traction et
négatif dans le cas contraire.

3.1.2 Efforts tranchants

Les forces transversales T, et Ty sont les sommes des projections de toutes
les forces intérieures dans la section sur les axes centraux principaux de cette
derniére. Ces efforts tranchants provoquent le cisaillement des bords de la
section respectivement dans la direction des axes Z et Y. Le sens de T sur le plan
est positif par convention quand il tend a faire tourner un élément entre deux
sections dans le sens des aiguilles d'une montre comme indiqué sur la Fig. 3.2.

T T
= T /\v T =

Fig. 3.2

3.1.3 Moments Fléchissants

Les composantes My, et M, du vecteur moment résultant représentent les
sommes des moments de toutes les forces intérieures dans la section, par rapport
aux axes d'inertie principaux de cette derniére Y et Z respectivement. La Fig. 3.3
indique le sens positif des moments dans le plan qui par convention tend les
fibres inférieures et comprime les fibres supérieures de la section.

M ‘\M/j

3.1.4 Moment de torsion

le moment de torsion My (ou My) est la
somme des moments de toutes les forces
intérieures dans la section par rapport a l'axe de
la barre X. Le moment de torsion est positif
lorsqu'il tend a tourner la section dans le sens
inverse des aiguilles d'une montre (sens
trigonométrique) en regardant la section du coté
de la normale extérieure (Fig. 3.4)

Source: www.almohandiss.com
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3.2 METHODE DES SECTIONS

Pour déterminer les forces intérieures qui apparaissent dans un élément
soumis a une sollicitation, on se sert, en résistance des matériaux, de la méthode
des sections.

Cette méthode est basée sur le fait que si un élément est en équilibre, sous
l'action des forces extérieures, alors n'importe quelle partie de cet élément sous
l'action des forces qui lui sont appliquées, est équilibré par un systeme de forces
intérieures agissant dans la section.

On considere 1'élément AB plan, soumis a l'action d'un systéme de forces
extérieures (Fig. 3.5). Pour calculer les efforts et moments dans n'importe quelle
section, on coupe a I'endroit

i

voulu 1'¢1ément AB en deux
parties. Les valeurs \ l I I l H
N W

numériques des efforts N, T,
et M sont égaux aux sommes
algébriques des projections
et des moments des forces
extérieures agissant sur une

M M
des parties (gauche ou \ ’}‘N ‘ATT
N
A

N

droite) de 1'élément AN
sectionné, généralement sur xﬁw
celle ou les projections et

moments se calculent plus Fig. 3.5

facilement.

3.3 DIAGRAMMES DES EFFORTS ET DES MOMENTS

En général, les efforts et moments agissant dans différentes sections varient
le long de la poutre. Entre autres les valeurs maximales et minimales de ces
efforts et moments sont d'une grande importance pour la sécurité de la poutre, on
s'intéresse donc a tracer des courbes qui montrent comment changent les efforts
et les moments d'une section a une autre, on appelle ces courbes les diagrammes
des efforts et des moments.

On se limite dans cette section a I'¢tude des diagrammes des efforts et des
moments dans les poutres a deux dimensions (plan XOY), ce qui réduit le
nombre des efforts et des moments a trois, a savoir un effort normal N, un effort
tranchant Ty, et un moment fléchissant M.

3.3.1 Les zones des efforts internes dans une poutre

La variations d'un effort ou moment dans une zone (ou trongon) d'une poutre
est caractéris¢ par une méme loi mathématique. En pratique l'extrémité d'une
zone est imposée par l'extrémité de la poutre (extrémité libre appuis de rive ou
intermédiaire), changement brutal de la charge, ou le changement brutal de la
direction de l'axe de la poutre (Fig. 3.6).
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N
™

Fig. 3.6

3.3.2 Relations différentielles entre les charges et les efforts

IIs existent des relations différentielles entres les forces extérieures et
intérieures et qui constituent la base de la méthode directe pour la détermination
des efforts internes.

Pour déterminer ces relations on q

considére un cas de charge arbitraire Y
d'un systéme de sollicitations donné M M+dM
dans un plan (Fig. 3.7) avec: N \ N+dN
qy : intensité de la charge extérieure T ”q -

' X
selon l'axe X }‘d—ﬁ T+dT

X

Qy : intensité de la charge extérieure
selon l'axe Y Fig. 3.7

La relation entre l'intensit¢ de la charge qy est l'effort normal est obtenue par
I'équation d'équilibre d'un élément dx et peut €tre exprimée par:

N -qgy(x)dx -N-dN =0

= dN/dx = -qy(x)

Entre l'intensité Ay l'effort tranchant T et le moment fléchissant M qui
agissent dans une certaine section, existent les relations différentielles suivantes:

T-qy(x)dx-T-dTIO
= dT/dx = —qy(x)
M + Tdx - qy(x)dxz/2 -M-dM=0

en négligeant le terme quadratique en dx? on obtient:

dM/dx =T
ou
d*M/dx? = -Qy

Source: www.almohandiss.com
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3.3.3 Construction des diagrammes des efforts internes d'une poutre

Pour pouvoir tracer les diagrammes, il est indispensable de connaitre toutes
les forces extérieures y compris les réactions qui doivent étre préalablement
déterminées.

Pour déterminer les réactions d'une poutre isostatique (efforts de liaison), il
faut écrire les conditions d'équilibre (Ia loi fondamentale de la statique).

Pour une poutre articulée isostatique, aux trois équations fondamentales de la
statique s'ajoute une équation supplémentaire: en effet par rapport au centre de
l'articulation, la somme des moments créés par toutes les forces situées d'un coté
de cette dernicre est nulle

Le tracé des diagrammes des efforts et des moments peut étre fait a l'aide des
équations analytiques ou par la méthode directe.

La méthode analytique consiste a trouver les expressions des efforts et
moment pour chaque zone en fonction de 1'abscisse x de la ligne moyenne de la
poutre. Ces expressions peuvent étre établies par les équations d'équilibre de
toutes les forces (y compris les réactions des appuis) appliquées a gauche ou a
droite de la section considérée. Une fois que ces expressions sont déterminées,
on peut alors tracer leurs diagrammes.

La méthode directe est trés rapide généralement utilisée dans les cas de
chargements simples. Elle consiste & déterminer les valeurs numériques des
efforts intérieurs aux extrémités de chaque trongon. Ces points sont joints par
des lignes ou courbes dont les caractéristiques sont déterminées sur la base des
relations différentielles entre les efforts intérieurs et les forces extérieures citées
ci-dessous.

a) Sur les trongons ou il n'y a pas de charge répartie, le diagramme des T est
délimité par des droites paralléles a la base tandis que le diagramme des M l'est,
dans le cas le plus général, par des droites obliques.

b) Sur les trongons ou la poutre supporte une charge répartie, le diagramme
des T est délimité par des droites obliques tandis que celui des M 1'est par des
paraboles carrées. Quand on trace le diagramme des M du co6té des fibres
tendues, l'incurvation de la parabole est dirigée dans le sens contraire de la
charge Qy-

¢) Les maximums et minimums des M coincident avec les sections ou T=0.

d) Dans les sections ou les charges concentrées sont appliquées a la poutre, le
diagramme des T est caractérisé par des passages brusques aux niveaux de ces
charges, celui des M, il y aura des brisures dont la pointe sera dirigée dans le
sens de la ligne d'action de la force.

e) Dans les sections ou des moments concentrés sont appliqués a la poutre, le
diagramme des moments sera marqué par des passages brusques d'une valeur
proportionnelle a ces moments tandis que sur le diagramme des T, il n' y aura
aucune modification.

Source: www.almohandiss.com
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3.3.4 Tracé des diagrammes pour des portiques isostatiques

On appelle portique les systemes de poutres reliées entre elles par des noeuds
rigides (Fig. 3.8). Il est convenu d'appeler les poteaux ou montants les éléments
verticaux ou inclinés d'un portique, tandis que ceux longitudinaux, poutres ou
traverses.

Ces assemblages trouvent une large application dans le domaine du génie
civil. Ils sont trés utilisés comme systémes de base dans les constructions telles
que les batiments et les hangars. Généralement les portiques sont des systémes
hyperstatiques, mais on se limitera ici a I'étude des portiques isostatiques.

Les régles de construction des diagrammes sont celles utilisées dans le cas de
poutres simples, car chaque élément du portique est considéré ainsi. Les

conventions de  signe poutres (traverses
préalablement établies / .

restent valables; les

ordonnées positives des N

et des T sont portés de

facon a étre dirigées vers N &
, L. NS RS

le coté extérieur, les TF

diagrammes des moments Poteaux (montants

positifs sont tracés du coté )
des fibres tendues. Fig. 3.8

3.3.5 Tracé des diagrammes pour poutres curvilignes (arcs)

Pour des raisons esthétiques ou de résistance, on utilise des éléments
structurels ayant des formes curvilignes (ou en arcs). Dans cette section, on
suppose que l'axe de la poutre curviligne représente un arc de cercle. Pour
déterminer les expressions analytiques des efforts internes de ces ¢léments, on
utilise la méthode des sections et on écrit les équations d'équilibre pour une
section donnée en projetant les forces suivant l'axe paralléle a 1'effort normal N
et I'axe perpendiculaire & ce dernier. La somme des moments de toutes les forces
est calculée par rapport au centre de gravité de la section pour I'expression de
M. On note aussi qu' il est commode d'utiliser un systeme de coordonnées
polaires pour parcourir la ligne moyenne de I'¢lément.

3.4 APPLICATIONS

3.4.1 Exemple 1: poutre simple rectiligne

Soit une poutre simplement appuyée (Fig. 3.9), soumise aux cas de charges
suivants:

Une force P concentrée a mi-travée.
La force P est uniformément répartie sur toute la longueur, soit q = P/L.
La force P est triangulairement répartie sur la longueur, soit q = 2P/L.

Tracer les diagrammes des efforts internes et comparer les moments maximaux.
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a) cas d'une force concentrée a mi-travée

Détermination des réactions: P

EM/,=0=Vg=05P

//////////
//////////

SFT=0= VA =05P B |

Expressions des efforts internes PP ~ L
AT "
Trongon I: 0 <x <L/2 [T e
T

N=0

AR m||III||||||||||||||||||||||||||||

M-0.5Px=0=>M=0.5Px PL/4
M(0)=0, M(L/2)=PL/4 M
Fig. 3.9

Trongon II: L/2<x<L
N=0
T+P-05P=0=T=-0.5P
M-05Px+P(x-L/2)=0
=>M=05Px-P(x-L/2)
M(0)=0, M(L)=0, Mpyax =M(L/2)=PL/4=0.25PL

b) Cas d'une charge uniformément répartie q = P/L

Détermination de réactions: q=P/L
IM/a==VBL-(PLL2)=0 Al | f ] )y yP
= Vg =0.5P
YFT=0=Va+VR-(PL)L=0

=V = 0.5P

Expressions des efforts internes: "||||||||||||||||||||||||||||“:::I|||||||||||||||||||||||||||||II'
N=0 PL/8
T-0.5P+((P/L)x=0 M
= T=0.5P - (P/L)x Fig. 3.10

T(0)=0.5P, T(L)=-0.5P
et Tx)=0=>x=L/"2
M- 0.5Px + (P/L) x¥2 =0

Source: www.almohandiss.com
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= M =0.5Px - (P/2L) x>
M(0) =0, M(L) =0,
Mpax = M(L/2) = PL/8 = 0.125 PL

c¢) Cas d'une charge triangulairement répartie q = 2P/L

Détermination de réactions:
I M/p == VBL -q(L/2)(2L/3) =0 = Vg =qL/3 = (2/3)P

YFT=0=>VpA+VR-qL2=0= VA =qL/6=P/3

Expressions des efforts internes:

A m
l B

P X X P
TERT mmm
b oy I |I|||||I| ||||||||||||||||||||||||||||||IIIIII|||||.. ----- ....,““““““|||||||“ i
:>T:§_q2_L:>T:§_? T “"“““' 2P/3

O P T a0 u|||||||||||||||||||||“““““““““““““N“““““““““m“
L

T(X)ZOZXZE 0.08 PL
Fig. 3.11

M—£X+qx£xix§—0:>M s qx :>M=£x sz
L 2 3 3 6L 3 3L

M(0) =0, M(L)=0, My = M(%) = 0.08 PL

3.4.2 Exemple 2: Portique simple isostatique

Tracer le diagramme des efforts internes du portique représenté sur
la Fig. 3.12.

Le portique se compose de 2 trongons. Pour écrire les expressions des efforts
internes on commence par l'extrémité libre C.

Trongon BC: 0 <x <L

N=-P
T=qgqx=Px/L

Source: www.almohandiss.com
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T0)=0 et T(L)=P q=P/L
M = -qx*2 = -Px?*/2L B vy b v P
C
M0)=0 et M(L)=-PL/2
L
Trongon AB: 0 <x <L
N=-P T
A
T=-p - -
L
M =Px -PL/2
Fig. 3.12
M(0)=-PL/2, M(L)= PL/2
% = IS
=
PL/2 =
M T P N

Fig. 3.12

3.4.3 Exemple 3: poutre simple curviligne

Tracer les diagrammes des efforts internes de la poutre curviligne en quart de
cercle sous les cas de charges indiqués sur la Fig. 3.13.

() (c)
Fig. 3.13
(a) Forces concentrées:

Pour déterminer les expressions de N et T, on projette les forces concentrées
suivant les axes de N et T. L'expression de M est la somme des moments de
toutes les forces par rapport a ce point.

Source: www.almohandiss.com
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0<6<90 P

N(0) =F cos0 + P sinf T /
N(0)=F, N(90)=P M%\ _
T(0) = F sin6 - PcosO

N 0
T(0)=-P, T(90)=F p
et T(a) =0 = tga. = P/F
Fig. 3.14

M(0) = FR (1-cos0) - PRsin®
M(0)=0, M(90)=(F-P)R

1 F

.

\

(F-P)R M

(b) Charge uniformément répartie sur l'arc:

La résultante d'une charge uniformément répartie sur l'arc suivant une seule
direction est égale au produit de l'intensité de la charge par la longueur de l'arc
passant par son milieu et dirigée suivant I'orientation de la charge.

La longueur de l'arc faisant un angle o
est dL = Rda

et la force élémentaire : dP = q dL = qR da

da

Source: www.almohandiss.com
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Pour 0 <6 <90 on écrit les expressions de N, T et M

dN(0) = -dP sinB = gR sinb da

N(0) = -qR sin0 | g do = -qRO sinb

N(0) =0, N(90)=-nqR/2

dT(0) = dP cosO = gR cosO Ig do = qRO cosb

T0)=0, T(90)=0

dM(0) = -dPR(sind - sina) = -qR?*(sin6 - sina)da

M(0) = -qR? [ g (sin® - sina)da = -qR*(0sinB + cosO -1)
M(0) =0, M(90)=-(n/2 -1)qR?

Fig. 3.17

(¢) Charge uniformément répartie sur la projection horizontale de l'arc:

La résultante d'une charge uniformément répartie sur la projection de 1'arc est
¢gale au produit de l'intensité de la charge par la longueur de cette projection
passant par son milieu et dirigée suivant I'orientation de la charge.

0<0<90

N(0) =-qR sin?0

N(0)=0, N(90) = -qR M ]
T(0) = qR sinO cosO %

T(0)=0, T(45)=qR/2, T(90)=0 N 0
M(6) = -qRsin® x (RsinB)/2 = -(qR2sin?0)/2 q
M(0)=0, M(90)=-qR?/2 Fig. 3.18

Source: www.almohandiss.com
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EXERCICES / chapitre 3

3.1 Construire les diagrammes des
efforts tranchants et moments
fléchissants pour les poutres de la
figure E3.1, et déduire les valeurs
extrémes.

12kN

é%B

2mT

3kN/m 36kN.m

A####&##J,C}D

| 8m 2m

(a)

20kN 4kN

2m 2m 2m im 1m

3.2

Déterminer les expressions
et les diagrammes de M, N, et T des
portiques isostatiques de la figure

E3.2. Calculer les moments
fléchissants maximaux.
40kN
30kN/m
1m 1.2m 1m
(b)
1kN/m 12kN.m
A B D % C
= ‘
4m 8m 8m

6 kN

Fig. E3.1
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2 kN 2 kN
1 kKN/m l i
BEEEEEEN S
~ S
2m
2m
VS
2 2.5 1.5 1.5 1.2 1.2
(a)
1 kKN/m 2 kN

2 kN Ill

1 kN
45°
pay T
P——F——F——P——F—-—P—»‘
2 2 3 3 2 2m
(b)
24 kN 0.5 kN/m
-
6m 1 kN ~
12 kN 10m -
2m ‘ -
o ) % T
— S 91
. [ -

Fig. E3.2
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3.3 On veut définir, de fagon
approchée mais rapide, la flexion
maximale apportée par une dalle
dans ses poutres de rives.

La dalle, simplement appuyée
sur les poutres, supporte une charge

uniformément répartie ¢. Les
poutres sont €galement simplement
appuyées; on admettra qu'elles
supportent les zones délimitées par
des pointillés sur la Fig. E3.3.

Déterminer les densités de
charges p; et py permettant d'obtenir
les moments fléchissants maximaux
des poutres 1 et 2 (sous le seul effet
de la dalle), par les formules:

P,b’ P,a’
Mlmax = TetMZmaX =g
2
qa a qa
VP =GO -5 P =
poutre 2 i ST .
L 450
A .
poutre 1 ‘
T b 1
Fig. E3.3
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3.4 Etant données g, L, et P =0.2 qL
(Fig. E3.4). Calculer la longueur
avantageuse de la console a et
construire les diagrammes de T et
M.

N.B: On  appelle  longueur
avantageuse de la console d'une
poutre la longueur de la console
pour laquelle le moment fléchissant
maximal a la plus petite valeur
possible.

v b=0.676L, a=0.162L
P P
q
IR
A B
AT | Ll
a b/2 b/2 a
L
Fig. E3.4
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Chapitre 4

ETATS DE CONTRAINTE
ET DE DEFORMATION

4.1 INTRODUCTION

L'objet de ce chapitre est I'¢tude des effets des charges sur les éléments
auquels elles sont appliquées, en termes de contraintes et de déformations. Ces
derniéres constituent 1'outil principal de mesure de la résistance et de la rigidité
des éléments. En d'autres termes ce sont les quantités de base d'appréciation de
I'état et du comportement des éléments sous I'effet des charges. Les définitions
des notions de contraintes et de déformation seront d'abord présentées, ensuite
les différents états de contraintes seront examinés. Les procédés de
transformation (translation et rotation) des contraintes et des déformations
seront énoncés. Finalement les relations entre les efforts et les contraintes d'une
part, et d'autre part, entre ces derniéres et les déformations seront aussi établies.

4.2 NOTION DE CONTRAINTE

Les efforts internes définis dans le chapitre précédent, engendré par des
forces extérieures, ne sont que les résultantes des efforts élémentaires agissant
sur chaque section de 1'¢lément sollicité par les forces extérieures. On appelle
ces efforts élémentaires, contraintes.

On considere les plans sécants © et ©' passant par un point O d'un corps
sollicit¢ par des forces extérieures (Fig4.1). Une contrainte normale o de
traction ou de compression au point O est l'effet d'éloignement ou de
rapprochement respectivement des plans « et ©'. L'effet de glissement des deux
plans est attribué aux contraintes tangentielles 1. L'existence simultanée des
contraintes normales et tangentielles tend a déplacer les plans suivant la
direction de la résultante dite vecteur contrainte p.

L'étude de cette contrainte p pour toutes les orientations de I'élément de
surface unitaire ds se trouvant dans un endroit précis de la section est appelée
'€tat de contrainte autour d'un point'.

Source: www.almohandiss.com
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o
s
70

Fig. 4.1

4.3 ETAT DE CONTRAINTE

Gz

Découpons au voisinage du point O du
corps sollicit¢ un parallélépipede rectangle

infiniment petit de cotes dx, dy et dz. Sur zy = T
chaque face de ce parallélépipede agissent Ty, /T—XZ
une contrainte normale et deux contraintes )_; Sx
tangentielles. La contrainte normale est Oy Ty y/
positive quand elle agit sur une facette

positive dans le sens positive de l'axe (@)

considéré ou sur une facette négative dans le
sens négatif de cet axe. Une contrainte
tangentielle est positive quand elle agit sur

une facette positive dans le sens positif de «,L, Txy
I'axe parallele a la facette ou sur une facette
négative dans le sens négatif de I'axe - ‘_k %__ -
paralléle a cette facette. Toutes les contraintes x X
de I'élément représenté sur la Fig. 4.2a sont

positives. Txy

L'é¢tat de contrainte plan est le cas Oy
particulier d'une seule facette du volume ou
sur chaque coOte agissent une contrainte (b)
normale et une contrainte tangentielle (Fig.
c
4.2b).
L'é¢tat de contrainte linéaire est le cas } T

particulier d'un seul co6té de la facette sur
lequel agissent une contrainte normale et une
contrainte tangentielle (Fig. 4.2¢). (©)
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4.3.1 Equations de transformation de l'état de contrainte linéaire

Pour une barre en traction N
(Fig. 4.3), la contrainte normale qui Py
se développe dans la section S est

Co
donnée par: a h\
N i
A 4-1 A
o} S 4-1) o a

L'état de contrainte dans un plan

quelconque S, dont la normale
extérieure n, coupe l'axe ¢ sous un i
angle a, la contrainte totale p, est N
égale a Fig. 4.3
P, = N ﬂcosa (4-2)
S, S
=G cos a 4-3)

Les contraintes normales et tangentielles dans la section S,
O, = Pg, €OSQL = G cos’al (4-4)
T = P, Sina = o cosa, sina = (1/2) o sin2a (4-5)

Etude de l'orientation:
Omax =0 =Py ¢=0=13=0 (4-6)

Tmax = 0/2 o =7/4= 0p/4=0/2 4-7)
Considérons les contraintes qui agissent sur deux sections orthogonales:

T = (1/2) o sin2a (4-8)

Ta+ /2~ Ta

c'est la loi de réciprocité des contraintes tangentielles

4.3.2 Equation de contrainte de l'état de contrainte plan

Pour connaitre les contraintes suivant une direction o, par rapport a l'axe x,
nous isolons une partie de I'élément en forme de prisme triangulaire (Fig. 4.4)
droit. Soit S l'aire de la face du prisme opposé a I'angle droit, on a:
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Ya yh Yy A
a4 T x1
xy1
. Xy Y o1 1Tqyl a1
A AX\
» %X > ) ¢ > = & )OL >
X % v A
‘Exyzi
\ Ay
%Y
Fig. 4.4
Ay =S cosa (4-9)
Ay = S sina (4-10)

Les contraintes sur les différentes faces du prisme doivent s'équilibrer, on a:

Suivant la normale:

2Fy=0

= AG-AGKCOSA” - ATyyCOSQL . SINA-ACYy, sin*ai-Atyysina .cosa = 0 (4-11)
Suivant la tangente:

2 Fg190=0

= Aty tAocycosa . sina-AercosonrAersinzoc-Acsy sina . cosa =0 (4-12)

Soit
Gy = Ox cos’a + oy sin‘ol + 2Txy sina. . cosa (4-13)
T = - (O - Gy) sina . cosa. + Txy (cos?a. - sin*al) (4-14)

en substituant dans les équations (4-13) et (4-14) les expressions de

cos’a = 1/2(1+cos2a), sina. = 1/2(1- cos2a) et sina . cosa = 1/2 sin2a, on
obtient:

y .
Oy = 5 + cos2a +17,, sin2a
o,+to, oO0,-0C
Coro0 =— 7 =2 cos2a —17,,sin2a (4-15)
0,0, .
Ty =— sin2a + 7, cos 2
7 Y
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Les équations (4-15) sont connues sous le nom d'équations de
transformation des contraintes dans le plan.

Les Contraintes principales:

En variant l'angle a, les contraintes normales et tangentielles varient. Pour
des raisons de résistance, les valeurs maximales des contraintes sont d'une
grande utilité.

Pour déterminer la facette sur laquelle agit la contrainte normale G, on
annule I'expression de la dérivée par rapport a a. de 6.

d 0,=0, .
Ta _ g 2 xsm2a+rxycos2a=0 (4-106)
da
) 2z,
etontire 1g20,=—"— (4-17)
c,-0,

En utilisant (4-17), on peut écrire:

Oy _Gy . Txy
cos2a :T et sin2a =? (4-18)
2
o, -0
avec R= J% i (4-19)

Par substitution dans (4-15), on obtient:

2
o,+o, (o, — ay) ’
3 + \/ 1 +7y, (4-20)

O12 =
et 7,0=0 (4-21)

Pour distinguer l'orientation des axes principaux, on remplace l'angle
a( € [-n/2, +n/2] donné par la formule (4-17) dans l'expression de 6 et on la
compare avec G| et oy Ainsi on identifie la direction de l'un des axes
principaux, l'orientation du deuxieme axe correspond a l'angle (o) = m/2). Le
sens positif des angles est le sens trigonométrique.

On peut aussi utiliser les eq. (4-18) et (4-19) pour déterminer I'angle o) car
sur l'intervalle [0, 2nt] un seul angle peut satisfaire les 2 équations en méme
temps.

Suivant un systéme d'axes orientés de o par rapport aux axes principaux les
équations de transformations s'écrivent en fonction des contraintes normales
principales sous les formes suivantes:
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o, +0 o, —0O
, =———2+—1 "2 cos2a
2 2
o, +0 o, — 0O
Cpigp = ———2——1—2cos2a (4-22)
2 2
o, —0, .
r, =———2sin2«a
2

On procéde de la méme maniere que pour les contraintes principales, en
annulant I'expression de la dérivée de 1 :

d 0,—0 .
‘o _ )= —2{ ~——~ cos2a +7,, sin ZaJ =0 (4-23)
da 4
c,-0,
= 1820y =——— (4-24)
2z,
on remarque que:
1820, xtg2ay =—1
-1 4-25
1820, = =—ctg2a, ( )
l‘g20€0
par analogie avec: #g(6 £ %) =—ctgl (4-26)
on a donc:
(4-27)
T
= 0[0 = 0[0 X Z

Le plan des contraintes tangentielles maximales est a 45° par rapport a celui
des contraintes normales principales.

de (4-24) on déduit que:
-0

et sin2q =-———2> (4-28)
00 R

T
X
08 20y = ——

et en substituant ces valeurs dans I'expression 1, des eq.(4-15) on obtient
l'expression de la contrainte tangentielle maximale:

2
O, —0O
Ty, = i\/[TyJ + riy (4-29)
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Les orientations des facettes des contraintes tangentielles maximales sont
déterminées de la méme fagon que les axes des contraintes principales en
remplacant I'angle o) € [-n/2, w/2] dans l'expression (4-15) et on compare
avec 11 .

La contrainte normale associée est donnée par:

o,+0,

: (4-30)

Ouss = O0q00 =

4.4 CERCLE DE MOHR POUR LES CONTRAINTES

Le principe de la représentation graphique des contraintes connue sous le
nom de cercle de Mohr est similaire a celui qu'on a décrit dans le chapitre 2
concernant les y,
propriétés
géométriques des Sy

A

(e}
T
formes. L'axe des 5 = Xy !

2
abscisses  représente - :L—SX ) 4
les contraintes  * ‘# '/X X
normales et les . ‘\
contraintes Xy ‘*T“
tangentielles sont oy
projetées sur un axe
perpendiculaire dirigé
vers le bas, afin que le sens positif des angles soit le sens trigonométrique.

Fig. 4.5

Le cercle de Mohr peut étre
positionné sur le plan (o, 1) en
connaissant 1'état de contrainte
en un point défini par oy, oy et
Txy et de [l'utiliser pour
déterminer graphiquement les
contraintes principales 6 et 5.
Dans ce cas on fixe deux points
A(oy, Txy) et B(Gy, Txy) sur
le plan (o, 1) et on prend le '

. , Txy
segment AB qui coupe l'axe ©
en C comme le diamétre du Fig. 4.5
cercle de Mohr ayant son centre
en C. Les points d'intersection de la circonférence avec l'axe ¢ déterminent les
contraintes 6| et 6y. L'angle entre AC et I'axe o est égal a 2ay.

Le probléme indirect consiste a construire le cercle de Mohr a partir de 1'état
de contrainte principal et de déterminer ensuite n'importe quel état de contrainte
orienté¢ d'un angle o.
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4.5 RELATIONS ENTRE CONTRAINTES ET DEFORMATION

Considérons une barre constituée d'un matériau homogéne et isotrope
sollicité par des forces axiales (Fig. 4.6).

En supposant que I'hypothese
de Bernoulli est valable, alors
toutes les fibres d'un élément de
longueur L s'allongent d'une
longueur AL et leurs allongements L AL
relatifs € sont définis par:

I~

T[]
-
Y

AL
& = —— = const ante
L
(4-31)

La relation contrainte-déformation est définie par la loi de Hooke qui traduit
la dépendance linéaire des déformations par rapport aux contraintes:

&= % ou o=E¢ (4-32)

Ou E est le coefficient de proportionnalité appelé module d'élasticité ou
module d"Young.

E a la dimension d'une contrainte [N/mm?] et représente une des constantes
caractéristiques mécanique du matériau.

Comme oy conduit a l'apparition de la déformation relative &y, il en est de
méme pour les contraintes tangentielles Txy qui engendrent des déformations
relatives yyy. Si on considére maintenant un ¢lément de volume unitaire soumis
a l'action de la contrainte 1y, le déplacement de la facette x le long de I'axe y
provoque une distorsion des facettes z, faisant ainsi varier 1'angle droit de Txy
comme le montre la Fig. 4.7

z
La relation entre la contrainte tangentielle et T )
la déformation relative yy,, est exprimée par la it
loi de Hooke pour le cisailﬁ:ment par:
Ty
Txy - |
Vxy = (4-33) p
G / X

Ou G est le coefficient de proportionnalité I
qu'on appelle module d'élasticité transversal qui
a les dimensions d'une contrainte. z

yXy

4.5.1 Loi de Hooke généralisée Fig. 4.7

La loi de Hooke généralisée traduit les relations linéaires entre
contraintes et déformations dans le cas tridimensionnel.
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Considérons d'abord les déformations normales &y, ey et &, de I'¢lément de
volume unitaire de la Fig. 4.8. Ces déformations peuvent étre exprimées en
termes des contraintes normales par superposition de leurs efforts.

Chaque  contrainte  normale z,
provoque selon son axe d'application
une  déformation  relative g g . th
proportionnelle a la contrainte c: i €
o > |
&=— (4' r‘/ 47 :
E ! | L
34) | | il
et suivant les deux autres axes, | Y ex
des déformations relatives | ‘%Z/
””””””” Ey
, o
g =-v— (4- y
E
35) et
" o2 T
g"=-v— (4- ; } no /E
E ‘
36) |
v est le coefficient de Poisson, S ]
sans dimension (0< v <0.5) = o/E
Donc la déformation relative Fig. 4.8

suivant chaque axe est la somme de
la déformation relative due a la contrainte suivant cet axe et celles provoquées
par les contraintes selon les deux autres axes perpendiculaires.

D'ou

o Oy o, 1
& =—=—-v—-v—*t=—lo, ~v(o,+0O 4-37
=2 v 2 v Zi—o, —vioy +o,) (+37)

De méme pour

&y = %[O'y —v(o, + O'Z)] (4-38)
£, = %[O'Z —v(o, + ay)] (4-39)

Il faut noter que les contraintes tangentielles ne provoquent qu'une distorsion
angulaire:

Vg = (4-40)

Ces ¢équations représentent la loi de Hooke généralisée caractérisée par les
constantes ¢élastiques E, G et v. Un matériau élastique, isotrope, est
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complétement défini par E et v car il existe une relation entre les trois
paramétres définie par:

E

T 2(1+v) (4-41)

Le module d'¢lasticité E est une caractéristique de la rigidité du matériau. Il
représente sa capacité a s'opposer a la déformation. Quelques valeurs typiques
de E pour certains matériaux sont données dans le tableau suivant:

Matériaux E (N/mm?)
Caoutchouc 8.
Plastique, Polythene, Nylon 1400.
Bois (le long des fibres) 14000.
Béton (200) 23000.
Verre ordinaire 70000.
Aluminium allié 70000.
Aciers alliés 210000.
Diamant 12000000.

Variation d'un volume unitaire
La variation d'un volume unitaire V() = 1x1x1 d'un point d'un corps soumis

a des contraintes normales peut étre écrite comme:

AV=V; -V, =(+e)(1+¢&y)1+¢,)-1 (4-42)

V¢ : volume de 1'élément apres déformation
V(: volume initial de I'élément

En négligeant les termes faisant intervenir le produit des petites quantités :

AV

e=—o0
Vo

=&ty te, (4-43)

4.6 EQUATIONS DE TRANSFORMATION DES DEFORMATIONS

Les ¢quations de transformation des deformations planes €,,€,,€,,
définies dans un repére XOY en fonction des déformations €, et v

exprimées dans un repére X(OY orienté d'un angle o par rapport 8 XOY sont
données par:
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Exte, & —¢&
g, =——+——>cos2a 1 in2a
2 2 (4-44)
Yo _ 5%

=— sin2a + yﬂcosZa
2 2

L'analogie qui existe entre ces équations et celles des transformations des
contraintes planes est définie par :

Ox — &x
c €
y — %y

}/Xy

Ty =

Ainsi toutes les propriétés des transformations des contraintes planes sont

applicables a celles des déformations. En particulier les déformations
principales:

X & —€ Vx -
fl2 =7 yi\/( 5 y)z_'_(Ty)z (4-45)

et I'orientation des déformations principales:

Vxy

tg2a, = (4-46)
Ex — &y
ainsi que les déformations angulaires maximales:
Y max Cx "¢ Txy 2 (4-47)
= 4+ (——
5 \/ (=5~

Le principe du cercle de Mohr est valable pour la représentation
géométrique des déformations en respectant I'analogie entre les contraintes et les
déformations. Ainsi les coordonnées des points A et B deviennent:

Vxy

X

A(e

) U B(ey,~ )

4.7 MESURE DES DEFORMATIONS: EXTENSIOMETRIE
ELECTRIQUE

Il existe plusiecurs méthodes de mesure des déformations (mécanique,
électrique ou optique). On se limitera ici a la méthode de l'extensiométrie
¢électrique par jauges de déformations qui consiste a déterminer les déformations
longitudinales a l'aide d'une jauge électrique. Une jauge électrique est une
résistance ¢électrique constituée d'un fil métallique repli¢ en brins paralleles et
fixé sur un support isolant et de rigidité négligeable. Ce support est collé avec
soin sur la surface de 1'¢lément a étudier. La déformation du fil métallique induit
alors une variation de la résistance €lectrique R de la jauge qui, mesuré par une
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technique appropriée a l'aide d'un pont Weastone, permet de remonter aux
déformations et plus précisément, sous réserve que l'influence de 1'allongement
transversal et du glissement soit négligeable, a 1'allongement dans la direction
longitudinal de la jauge.

Fig. 4.9
Ces jauges sont extrémement sensibles et peuvent détecter des déformations
de T'ordre de 107°. Une jauge permet de mesurer l'allongement relatif suivant
une seule direction, il est donc souvent nécessaire d'utiliser trois jauges pour
effectuer 3 mesures suivant trois directions différentes pour pouvoir déterminer
I'état de déformation en un point de la surface a étudier. L'ensemble des trois
jauges disposées suivant une géométrie précise est appelée rosette.

Dans la pratique on place les 3 jauges de telle fagon que les angles qui les
séparent soient des valeurs simples (45°, 60°, 120°).

A T'aide d'une rosette a 45°, fixée en un point d'un élément, on mesure les
déformations relatives €, €, et €45 suivant les axes x, y et l'axe orienté a 45°
respectivement.

Pour définir complétement 1'état de déformation dans ce point on doit
déterminer y . On utilise donc I'équation de transformation suivante:

&, tE, &, —€
g, =——L+—= ycos20¢+7/ﬂsin2oz (4-48)
2 2 2
pour o = 45° on a:
€, =&y
:gb=ga;86 L% cos90+%sin90 (4-49)

4.8 APPLICATIONS

Exemple 1

Les mesures des jauges d'une rosette a 45° fixé en un point d'une structure
sont les suivantes:
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-6

g, =&, =280x10 Y 4so

£ =&, =-160x10"° ok

£, =190x107° y
Déterminer les déformations principales en 45°

ce point.
A

Solution o -
On calcule a l'aide de I'eq.(4-50) Ila Fig. 4.10

déformation angulaire:

=[2%x190—280—(-160)]x107° =260x107°

7max

en remplagant dans 1'eq.(4-45) les valeurs des déformations &, gy et Yxy on
obtient:

£ =316x10"°
£, =—196x107°

Exemple 2

Une plaque rectangulaire en acier ayant les dimensions L = 800 mm, b = 400
mm et t = 20 mm est sollicitée par des contraintes normales oy = 60 N/mm’ et 6
=-18 N/mm?. Sachant que E = 2.10N/mm? et v = 0.3 déterminer la

y
déformation At et la variation du volume AV.
Solution
At 1%
ngz :_E(Ux +o,), car 6,=0

__ 201'35 (60—18) =—6.3x 10" mm

AV AL Ab At
R R R

V L b
(o2
A—bz,syz—y—iox=0.5x10‘5[—18—o.3x601:—1.8><10‘4
b E E
14

AL, =% Yo =0.5x107[60 +18x0.3]=3.27x107*
L E E

% =(3.27-1.8-0.63)x107* =0.84x107*

AV =400x800x 20x 0.84x10™* = 537.6mm*
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EXERCICES / chapitre 4

40 N/mm?

40 N/mm?
-

4.1 Les ¢états de contraintes de
quelques points d'un corps chargé
sont représentés sur la Fig. E4.1.
Déterminer les contraintes
principales, l'orientation des axes
principaux, l'intensité et l'orientation
des contraintes tangentielles
maximales et leurs contraintes
normales associées. Pour chaque cas
schématiser les résultats sur un
¢lément proprement orienté.

V(@) 64.72, (b) 48.28, (c)6.7

-24.72, -8.28, -16.70
-31.71, -22.5, -9.99
44.72,  £28.28, £11.70
13.28, 22.5, 35.00
20.0, 20.0, -5.0

4.2 Un cas de charge appliqué a une
structure  produit un état de
contrainte en un point schématisé ci-
contre (Fig. E4.2).

1) Déterminer les contraintes
principales et leurs orientations.

2) Déterminer les contraintes
tangentielles = maximales, leurs
orientations et la contrainte associée.

3) Peut-on obtenir une facette de
cisaillement pur? Si oui déterminer
l'orientation de cette facette.

Fig. E4.1

v'28.8, 82, 25.45, +10.30, -19.54,
18.5

T 12 kg/cm?
8 kg/em?

25 kg/em?

Fig. E4.2

4.3 On considére 1'état de contraintes
plan de la Fig. E4.3.

1. Tracer le cercle de Mohr et
calculer les contraintes principales.
Déterminer les directions principales
dans le plan de contraintes.

2. On veut éviter toute contrainte
de traction, définir la valeur de oy
strictement nécessaire.

3. On désire réduire davantage le
diamétre du cercle de Mohr, soit
D = 400 N/mm?, déterminer les
contraintes principales nécessaires,
de telle sorte que les directions de
deux d'entre elles restent dans le
plan initial, et sachant que Iles
f:ontrain‘fes oy et Txy restant
inchangées.
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Y450 N/mm? -50 N/mm?- 18.05°
56.25 N/mm?, 467.71 N/mm?,

67.71 N/mm?

150 N/mm?

400 N/m v,//

-—

Fig. 4.3

44 Un point d'une structure
soumise a un chargement est défini
par 1'état de contrainte représenté par
I'élément A sur la Fig. E4.4.
L'élément B représente le méme
point mais orient¢ d'un angle o.
Calculer la contrainte normale Oyl

et 'angle d'orientation ag.
v’ 30 N/mm? 33.7°

l30 N/mm?

25 N/mm?

90 N/mm?
—

\/\\

4.5 Résoudre l'exercice 4.4 en
utilisant la méthode graphique
(Cercle de Mohr).

4.6 Un corps est soumis a un
systétme de forces et de moments.
Chaque systeéme produit un état de
contrainte en un point montré sur la
Fig. E4.6. Déterminer les contraintes
principales et leurs orientation dans
ce point sous l'effet du chargement
combiné.

v'51.96 N/mm? -51.96 N/mm?, -30°.

4.7 Un élément unitaire sur un corps
sollicit¢ par des forces extérieures
subit les déformations suivantes:

SX—23O><106 6,=510x10°6, et
xy=180x1076.

Calculer les déformations d'un
élément orienté de 40°.

v 4343 x10°0

4.8 Une jauge électrique en rosette a
45° est attachée a la base d'un poteau
de portique soumis a un test statique.
Sous l'effet du chargement on
mesure les déformations suivantes:

jauge A, 530 x 106, jauge B,
420 x 100, jauge C, 80x 100,
Déterminer les déformations
principales et les déformations
angulaires maximales.

v 316x1076, -196x1076, 511x
1076
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B
45°
45°
A
I — |

Fig. E4.8

4.9 Une plaque rectangulaire mince
en acier est soumise a des
contraintes normales uniformes oy
et oy. On mesure les déformations
relatives gy = 0.001 et

ey = -0.0007 respectivement
suivant x et y a l'aide d'une jauge
¢lectrique attachée au point A
comme l'indique la Fig. E4.9.
Sachant que E = 2.07 x 105 N/mm?
et le coefficient de Poisson v =0.3,
déterminer les contrainte Gy et Oy

v 179.1 N/'mm? -90.95 N/mm?

O,

AAARARRNARRARE

bl Y 7
GXkAH: X ]

pbb b

Fig. 4.9

Etats de contrainte et de déformation
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Chapitre 5
CRITERES DE RESISTANCE

5.1 INTRODUCTION

Un aspect trés important dans la conception des structures est la
détermination de la capacité de ces derniéres a transmettre ou a supporter les
charges qui leurs sont appliquées.

Si le but de tout calcul est d'éviter la destruction, les régles de construction
exigent que les contraintes de service soient sensiblement inférieures a celles que
devraient supporter la structure. L'aptitude d'une structure a supporter des
charges est appelé la résistance. L'objectif de ce chapitre est 1'¢tude des
méthodes d'évaluation ou de vérification de la résistance d'un élément de la
structure sur la base d'un état de contrainte ou de déformation connu en un point
de I'élément.

5.2 COURBE CONTRAINTE -DEFORMATION

L'é¢tude des propriétés mécaniques des matériaux s'effectue sur des
éprouvettes dont on mesure les F
variations des dimensions sous T
l'action de diverses sollicitations. tenailles de la machine
L'essai le plus simple et le plus d'essai
pratiqué sur les matériaux tel les éprouvett
métaux, est l'essai de traction
simple. Les appareils pour ce TLO
genre d'essais, devenant de plus
en plus précis, permettent
d'appliquer une force croissante
F sur des éprouvettes
standardisées et a l'aide d'un
dispositif d'extensiometrie de l F
mesurer un allongement Fig. 5.1
longitudinal

¢=AL/L.
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La Fig. 5.1 schématise un essai de traction ou l'éprouvette est sollicitée par
une force F croissante a l'aide d'une machine d'essai spéciale.

La Fig 5.2 présente l'allure typique de la courbe expérimentale o = f(g)
obtenue lors d'un essai de traction réalisé sur une éprouvette en acier doux.

La contrainte o est prise égale a la charge F divisée par la section initiale de
I'éprouvette (contrainte nominale) et la déformation est relativement par rapport
a la longueur de la jauge. (Déformation relative nominale).

Le diagramme comporte une premiere partie OA rectiligne, qui définit le
domaine linéaire du matériaux ou la contrainte o est proportionnelle a la
déformation &. A partir du point A débute le domaine des déformations non
linéaire mais le phénomeéne reste toujours réversible. Le point B correspond a la
contrainte limite d'¢lasticité c'est a dire a partir duquel tout chargement
supplémentaire et déchargement résulte en déformations résiduelles
(permanentes). Entre B et C, 1'éprouvette s'allonge sous un effort sensiblement
constant. Le palier BC est la zone d'étirement (écoulement). La zone CD est la
zone de raffermissement (durcissement) ou d'écrouissage. Le sommet D de la
courbe correspond a la contrainte de la limite de résistance, 1'allongement ne se
répartit plus sur la longueur de I'éprouvette, mais se concentre au voisinage d'une
section droite dont l'aire diminue rapidement jusqu'a ce que se produise la
rupture (point E). La contrainte correspondante, est appelée limite de rupture.

Il faut noter que la courbe en pointillé représente la contrainte réelle qui
prend en compte la diminution de la section de 1'éprouvette.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

(o)
e

ok
zone d'ecoulement

o zone de rupture
(plasticité)

domaine linéaire

zone de durcissement

Fig. 5.2
Par contre un matériau fragile est caractérisé par une zone élastique OA,
ensuite une zone non-linéaire courte qui se termine par une rupture soudaine au

point B, une fois que le matériau ait atteint sa limite de résistance ultime comme
le montre la Fig. 5.3.
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Fig. 5.3

5.3 CONTRAINTE ADMISSIBLE

Pour que la structure puisse supporter des charges sans danger, il faut
que les contraintes qui s'y développent restent toujours inférieures a une
contrainte limite appelée contrainte admissible. Pour des raisons de sécurité cette
contrainte ne constitue qu'une fraction de la contrainte limite du matériau et
définie par :

(o)
[c]=—"
n
Ou [o] est la contrainte admissible,

G est la contrainte dangereuse,

n est le facteur de sécurité.

Généralement la contrainte dangereuse est prise comme étant la limite
d'écoulement des éléments en matériau ductile, et la limite de résistance pour les
¢léments en matériau fragile.

Le facteur n définissant la marge de sécurité dépend de la nature du matériau,
du mode d'application des charges et de tous les facteurs qui influent sur la
détermination des propriétés mécaniques présentant une marge d’incertitudes
théoriques ou expérimentales.

Pour les matériaux ductiles et pour une charge statique on prend
Gd=0ec € n=ng.
Avec ng.=1.4-1.6

O-CC

nec

Donc [o]=
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Exemple: acier doux : 6o = 250N/mm? ng. = 1.7 = [c] = 250/1.7

= 150N/mm’.

Un matériau fragile résiste mieux a la compression: [c_] > [o4] n=2.5=3

5.4 THEORIES FONDAMENTALES DE LA RESISTANCE

Les critéres de la résistance sont des conditions théoriques qui permettent au
concepteur de dire, a partir de 1'état de contrainte et de déformation le plus
défavorable, si une structure est capable de résister sans danger aux charges qui
lui sont appliquées.

5.4.1 Critere des contraintes normales maximales (Rankine)

La limite de résistance est atteinte lorsque I'une des contraintes principales
atteint la limite élastique en traction simple ou en compression simple. La
condition de résistance est définit alors par :

G+max <[o4] (5-3)

Pour un matériau homogéne et fragile (verre, gypse, etc), il faut aussi
vérifier:

<o ] (5-4)

max

‘0
avec 3G+max : la contrainte normale de traction maximale

G max - la contrainte normale de compression maximale

[o4], [0.] : les contraintes admissibles de traction et de compression

5.4.2 Critére des déformations linéaires relatives maximales

Ce critére limite les déformations linéaires par une déformation admissible
[€], et la condition de résistance s'écrit alors:

€max < [€] (5-5)

Si on considére que [

-8

[01 -v(o, —03]

1
etque epax = €1 = E

La condition de résistance devient alors:
o1 - V(o +03) <[o] (5-6)
Ce qui revient a comparer la combinaison des contraintes principales a la
contrainte admissible au lieu des contraintes maximales de traction et de

compression. Cette théorie n'est presque pas utilisée dans les calculs pratiques a
cause de sa faible fiabilité.
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5.4.3 Critere de cisaillement maximum (Coulomb)

La contrainte tangentielle maximale ne devrait pas excéder une
contrainte admissible de cisaillement [t]. La condition de résistance dans ce cas
s'écrit :

Tmax < [7] (5-7)
Etant données que 7, = % (5-8)
et |[r]= Lol (5-9)
2
La condition de résistance s'écrit alors:
o1 -0 <[o] (5-10)

L'influence de 6y dans un état de contrainte tridimensionnel n'est pas prise en
charge par ce critére, mais il donne de bons résultats pour les matériaux ayant

une égale résistance en traction et en compression.
5.4.4 Critére de l'énergie potentielle spécifique de la modification de la forme

Ce critére est basé sur la capacité de 1'énergie potentielle spécifique de la
déformation élastique emmagasinée dans 1'élément.

On démontre que la condition de résistance en traction ou compression
simple s'écrit, dans le cas général:

\/% (61 - 05)2 + (05~ 03)* + (03 ~ o) | <[0] (5-11)

5.4.5 Critere de Mohr-Coulomb

Ce critére part de I'hypothése que la résistance des matériaux dépend
principalement de la valeur et du signe de la contrainte principale majeure G, et
de ceux de la contrainte principale mineureG . La condition de résistance
s'exprime alors:

o -9 <o (5-12)
[o_]

Ce critére de Mohr permet de déterminer la résistance a la destruction des
matériaux dont la résistance a la traction et celle a la compression sont
différentes.

Pour conclure ce chapitre, on doit noter que les critéres de résistance sont
nombreux et ceux présentés ne sont que les criteres classiques les plus utilisés en
résistance des matériaux.
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Chapitre 6
TRACTION ET COMPRESSION

6.1 INTRODUCTION

Ce chapitre étudie le comportement des éléments de structure sollicités
axialement. Tous les éléments ayant des lignes moyennes droites et soumis a des
efforts axiaux (de traction ou de compression) font 1'objet de cette étude.

Ce type d'éléments (généralement des barres) peuvent étre rencontrés dans
différentes structures tel que les systémes réticulés (ferme, poutre a treillis,...etc),
les diagonales de contreventement, les boulons, et les poteaux des
batiments...etc. Les aires des sections de ces éléments peuvent avoir plusieurs
formes: section pleine, creuse, ou a paroi épaisse.

UL ILOOE

Fig. 6.1

Le calcul des contraintes maximales développées et les déformations
longitudinales constituent une étape essentielle dans I'analyse et la conception
des structures formées d'éléments sollicités par des efforts axiaux.

6.2 DEFORMATION DES BARRES EN TRACTION ET COMPRESSION

Soit une barre prismatique de longueur L soumise a un effort de traction P
(Fig. 6.2).

La contrainte normale o =§ (6-1)

Avec
N = P effort de traction

S: aire de la section.
. . . AL
La déformation relative: ¢ = T (6-2)

Laloi de Hooke :0=Eg¢ (6-3)
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En substituant (6-1) et (6-2) dans (6-3)

On obtient:
pAL_N_ yoESup (6-4)
L S L

Par analogie avec un ressort de \ \
raideur K sollicité par un effort N qui

se déforme de AL, tel que: ERYATAYAYAVAVAVAVAVAVAVAVAYAYAVan

.
N=K AL (6-5) P | L — P
- >
La rigidit¢é longitudinale d'une P N >l
barre est obtenue par identification de ng’ AL
l'eq.(6-4) et (6-5): AL
q.(6-4) et (6-5) e
P P

K=—" (6-6)
L Fig. 6.2

La rigidit¢ longitudinale ou l'aptitude d'un élément a se déformer
longitudinalement dépend donc des caractéristiques mécaniques et géométriques
de I'élément.

Pour une barre composée de plusieurs troncons, la déformation totale est
donnée par:

AL= ) (6-7) Al | A2 | A3 A

Et pour le cas le plus général ou l'aire
de la section droite et l'effort normal N L1 L2 L3 Li
varient le long de la ligne moyenne de Fig. 6.3
I'¢lément, 1'équation (6-7) devient alors:

L N(x)

AL = X
0 ES(x)

(6-8)

6.3 SOLLICITATIONS DUES A LA VARIATION DE TEMPERATURE

Comme les structures sont généralement sujettes a des variations de
température climatique ou industrielle, 1'effet de ces derniéres se manifeste sous
forme de déformations (dilatation et rétrécissement) des éléments. Ces
déformations induisent des contraintes supplémentaires. Dans cette section on
étudiera l'effet de la variation de température sur les éléments structuraux. Toute
variation de température entraine un changement de dimensions. La déformation
est uniforme selon les trois directions et elle est donnée par:

£=a AT (6-9)

Ex =8y =&;=¢ (6-10)
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[e] B EE————
a: Coefficient de dilatation thermique [1/c ] ] :
AT :variation de la température ;
On donne quelques valeurs du coefficient o
pour certains matériaux: Fig. 6.4

Cuivre:19.1 ><10'6 /°C
Acier : 12x1076 /°C
Béton : 11x10°0 /°C

La contrainte qui se développe dans une R
barre bi-encastrée, par exemple, soumise a un &l\x R
changement une variation AT est équivalente a + S AL T
la contrainte nécessaire de provoquer une
déformation égale a celle provoquée par la
variation de température mais de signe | AT

. . AT
contraire (Fig. 6.3).

La déformation due a la variation de la
température:

e=o AT &Tw T AN
R

La déformation due a la réaction de
I'encastrement : Fig. 6.5

te=o/E
D’ou

o =EaAT

6.4 SYSTEMES DE BARRES ISOSTATIQUES

Un systéme est isostatique quand on peut déterminer les efforts internes par
les seules équations d'équilibre.

Exemple

Déterminer les efforts, les contraintes et les déformations dans les différents
trongons de la colonne représentée sur la Fig. 6.6, sachant que dy_; = 50 mm,

dy_5 =100 mm, d3_3 =200 mm et E=2.1 x 105 N/mm?
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Section 1-1: 400 kKN
N +400 =0 = N = -400 kN JL
1 ‘ 1
3 3 i 3.0m
a:EzLX“;:—zoam/mmz 500 l ‘ lSOO
S zx(25) AEEER)
ol —203.7x3000 |
AL, =2 =22 22 5 9lmm 2 ‘ 2
ABT R 2.1x10° i 3.0m
800 i ‘ i800
Section 2-2: | l ‘
N +400 +2 x 500 = 0 = N = -1400kN | ;
3 | 3.0m
— 3 |
_E:M?n&smmmz |
7 %(50) M hik
|
ol —178.3x3000
Alpe = —=—"""27 = ) 55mm .
BC =g 2 1x10° Fig. 6.6

Section 3-3:

N+400+2x500+2x 800=0

= N =-3000kN
_ 3
G=E=M=_95_5N/mm2
S 7x(100)
ALy :iz -95.5x3000 — _136mm

E 2.1x10°

AL{=-291-2.55-136=-6.82 mm

6.5 SYSTEMES DE BARRES HYPERSTATIQUES

On appelle structures hyperstatiques les structures pour lesquelles les efforts
qui sollicitent leurs éléments ne peuvent pas étre déterminés a l'aide des
équations statiques. La résolution de ces systémes s'effectue en considérant les
aspects décrits ci-dessous:

1/ Aspect statique : écrire les équations d'équilibre des barres sectionnées.

2/ Aspect géométrique: établir le rapport entre les déformations a partir de la
compatibilité géométrique.
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3/ Aspect physique du probléme: établir les relations effort-déformation en
utilisant la loi de Hooke : ALZE— pour transformer les expressions de
déformation en équations ayant des efforts normaux comme inconnus.

4/ Résolution du systéme d'équations.

6.5.1 APPLICATION
Soit le systéme de barres défini sur la figure 6.7 ci-apres.
Etant donn¢es: L{, S, Ly, Sy, L3, S3,Peta
avec Ly =13
déterminer les efforts dans les barres.

Solution:

1- Aspect statique

ZFx:O N

Nysina-Nysinoa=0

= Np=N3 @8 NI ALl

ZFY:O ‘Yf AL AL3

N1 +Np cosa + N3 cosa-P=0

= Nj +2Nj cosa, =P (2) Fig. 6.7

2- Aspect géométrique

Aly = Al3 = Al cosa

3- Aspect physique:

L L
R T P L

ALy
ES ES

En substituant dans (3), on obtient

N,L N,L
—2-2 = _lcosg = N,L, =N|L,cosa
ES ES

4- Synthése et résolution des équations

On ¢limine N3 de (2) = Ny + 2N, cosa. = P
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L,

de (5) ontire N; =N,
L, cosa

et en combinant (6) et (7) on aura alors

2
1+2cos’ & 1+2cos”
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EXERCICES / chapitre 6

5.1 Déterminer la contrainte normale
dans les deux sections de la barre ci-
dessous, et l'allongement total AL

sachant que E=2.0 x 105 N/mm>.

v 23.62x 102 mm

- 2
S1=200 mm $2 = 100 mm?

——
jzo kN 10 kN

»|
>

150 mm 150 mm

Fig. E5.1

5.2 Deux barres prismatiques sont
co-axialement soudées et supportent
une charge verticale de 45 kN. L'aire
de la section de la barre en acier AB
est de 6500 mm? et de densité 7.83

gr/cm3; les valeurs correspondantes
de la barre en cuivre BC sont

5100 mm? et 8.30 gr/cm3.

Déterminer les contraintes
maximales et minimales dans
chaque barre.

v’ barreAB: 9.31, 8.82 N/mm?
barreBC:8.07N/mm?7.31 N/mm?

A
Acier
10m
Fig. E5.2
8 B
6m
R C Cuivre
45 kN

5.3 Les forces de compression et de
traction maximales qu'une barre
puisse supporter sont 15.4 kN et
6.6 KN  respectivement. Si la
longueur de cette barre est de 3.2 m
et l'aire d'une section transversale est
de 418 mm?, déterminer la
différence entre la  longueur
maximale et minimale de cette barre

sachant que E =2.07 x 105 N/mn.
v 0.81 mm

5.4 Une barre d'aluminium de
250 mm de long, a une section
transversale carrée de 50 mm de
coté. La barre est soumise a une
tension qui provoque un
allongement de 0.29 mm.

Déterminer le changement de
température nécessaire pour que le
volume de la barre reste inchangg.
Le coefficient de Poisson de
l'aluminium v = 0.33 et le coefficient

de dilatation thermique
=2.8x10" /°C
v -47°C

5.5 Une barre d'acier de 50 mm
de diamétre et de 200 mm de
longueur, est libre a se déplacer a
l'intérieur d'un tube cylindrique en
cuivre d'épaisseur 3 mm.

Déterminer les contraintes qui se
développent dans l'acier et le cuivre
sous l'effet d'une compression de
100 kN. Les modules d'¢lasticité de
l'acier et du cuivre  sont

2.07x10°N/mm? et 0.90x10° N/mm?
respective